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Curve equivalenti e parametrizzazioni

CURVE EQUIVALENTI

Definizione 1. Diciamo che le curve
v : [a,b] = R™ e c:[A, B —-R"
sono equivalenti, se esiste una funzione g : [a,b] — [A, B] di classe C'([a, b]) tale che

gla)=A, gb)=B, y=00g e ¢ >0 su [ad]

Osservazione 2. Supponiamo che le curve

v:la,b] = R" e o:[A, Bl —-R"
sono equivalenti e di classe C'. Supponiamo inoltre che

lo'(T)| #0  per ogni T € [A,B.
Sia X un punto del sostegno delle curve o ey e siano

t € la,b] e T € [A, B]
tali che T = g(t) e
v(t)=0(T) = X.
Allora o e~y hanno lo stesso vettore tangente nel punto X . Infatti,
V() _ @)y’ ®) _ o(T) ¢g'1t)  o(T)

Y@ 1o’ (g®)g' O o' (Dl g' O] o ()]
dove abbiamo usato che g'(t) > 0.

Osservazione 3. Supponiamo che le curve
v :[a,b] = R™ e c:[A,B] - R"

siano equivalenti e di classe C1. Allora o e vy hanno la stessa lunghezza. Infatti, se g : [a,b] — [A, B] e la
funzione continua, invertibile e C1 tale che

GH>0 e A =olglt) perogni  t€lab],
allora

b
lunghezza (7) = / o/ (8)] dt
b
- / o (9(8)) g/ (1)t
aB

:/ |0’ (s)| ds = lunghezza (o),
A

dove abbiamo usato la nuova variabile s = g(t).



PARAMETRIZZAZIONE RISPETTO ALLA LUNGHEZZA D’ARCO

Definizione 4. Sia o : [a,b] — R una curva di classe C'. Diremo che o & parametrizzata rispetto alla lunghezza
d’arco se

¢
/ lo’'(s)|ds=t—a  perogni tE€]la,b].
a

Esempio 5. La curva
o:[0,27] = R? | o(t) = (cost,sint)
é parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco. Infatti, per ogni T € [0, 2], si ha

T T T T
/0 |U(t)|dt:/0 |(—smt,cost)’dt:/0 V/ (= sint)2 + (cost) dt:/o 1dt=T.

Teorema 6. Sia o : [a,b] = R™ una curva di classe C* tale che
|o’(t)] # 0 per ogni  t € [a,b].
Allora, esiste una curva vy, equivalente a o, di classe C' e parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco.

Dimostrazione: Sia L > 0 la lunghezza della curva o

b
L= / 10'(s)| ds.
Inoltre, per ogni t € [a, b], definiamo
t
o) = / 10" (s)] ds.
Osserviamo che £(a) = 0, £(b) = L e che
£ [a,b] — [0, L]
& una funzione continua e derivabile su [a, b] con derivata
I(t)=1o'(t)) >0  perogni tE€la,b.
Di conseguenza, ¢ ¢ invertibile e la sua inversa
g:[0,L] = [a,b],

& una funzione continua e derivabile su [0, L], con derivata continua data da
1 1

9= 5@ ~ @)

per ogni s € [0,L].

Definiamo la curva

70, L] = R",  y(s) = o(g(s))
e osserviamo che per ogni s € [0, L] si ha che
Y ()l = lo"(g(s)] |g' ()] = IU’(Q(S))\# =1L

0" (g(s))]

Di conseguenza,

¢ ¢
/ |v/(s)|ds = / 1ds =4/ perogni £¢€][0,L],
0 0

il che conclude la dimostrazione. O



